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《論　文》
容量制約をもつネットワーク設計問題に対する n分割不等式
片　山　直　登
1　はじめに
容量制約をもつネットワーク設計問題（capacitated network design problem；
CND）は，アーク上のフロー量がアーク容量以下であるという容量制約をもつ設計問
題である．アーク容量は通信回線容量や輸送能力に相当し，容量制約をもたないネット
ワーク設計問題に比べより現実的なモデルとなる．容量制約があるために，容量制約を
もたない問題に比べて最適値と緩和問題の下界値とのギャップが大きくなる傾向がある．
また，デザイン変数を固定したフロー問題がタイトな多品種フロー問題となるため，実
行可能解を求めること自体に手間がかかるなど，難しい問題となる．
本論文では，向きのないアークを含む容量制約をもつネットワーク設計問題を対象と
し，この問題に対するいくつかの妥当不等式を提案する．
2 　問題の定式化
はじめに，本研究で対象とする容量制約をもつネットワーク設計問題の定義を示す．
定義2.1（容量制約をもつネットワーク設計問題CND）
ノード集合 N ，デザイン費用 f ，フロー費用 c およびアーク容量 C をもつ向きのな
いアーク集合 A，需要 d をもつ品種集合 K が与えられている．このとき，すべての
アーク上のフロー量がアーク容量以下であり，フロー費用とデザイン費用の合計を最小
にするアーク集合 A′（⊆A）と各品種のフローを求めよ．
アーク（i, j） 上の品種 k の i から j 向きの単位当たりのフロー費用を c kij ，フロー量
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を表すフロー変数を x kij とする．アーク（i, j） のデザイン費用を fij ，アーク容量を Cij  
とする．アーク（i, j）の 0－1 のデザイン変数を yij とし，yij  = 1 であればアーク（i, j）
を選択し， yij = 0 であればアーク（i, j） を選択しないことを表す．また，品種 k の需
要をd k とし，ノード n を端点とするアークの他方の端点の集合を Nn とする．このとき，
CND のアークフローによる定式化を示す．
Cij ͱ͢ΔɽΞʔΫ (i, j)ͷ 0–1ͷσβΠϯม਺Λ yij ͱ͠ɼyij = 1Ͱ͋Ε͹ΞʔΫ
(i, j)Λબ୒͠ɼyij = 0Ͱ͋Ε͹ΞʔΫ (i, j)Λબ୒͠ͳ͍͜ͱΛද͢ɽ·ͨɼ඼छ
kͷधཁΛ dk ͱ͠ɼϊʔυ nΛ୺఺ͱ͢ΔΞʔΫͷଞํͷ୺఺ͷू߹Λ Nn ͱ͢
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xkij ≥ 0, xkji ≥ 0 ∀(i, j) ∈ A, k ∈ K
yij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ A
(1)ࣜ͸໨తؔ਺Ͱ͋Γɼϑϩʔඅ༻ͱσβΠϯඅ༻ͷ૯࿨Λ࠷খԽ͢Δɽ(2)
ࣜ͸ϑϩʔอଘࣜͰ͋Δɽ͜͜Ͱɼdkn ͸ɼϊʔυ n͕඼छ kͷ࢝఺ Ok Ͱ͋Ε͹
−dkɼऴ఺DkͰ͋Ε͹ dkɼͦΕҎ֎ͷϊʔυͰ͋Ε͹ 0Ͱ͋Δఆ਺Ͱ͋Δɽ(3)ࣜ
͸ɼΞʔΫ (i, j)͕ଘࡏ͢Δͱ͖ɼΞʔΫ্ͷϑϩʔྔͷ߹ܭ͕ΞʔΫ༰ྔҎԼͰ
͋Δ͜ͱΛද͢༰ྔ੍໿ࣜͰ͋ΔɽΞʔΫ͸޲͖Λ΋ͨͳ͍ͷͰɼΞʔΫ (i, j)্
ʹ͸ i͔Β j ํ޲ͷϑϩʔͱ j ͔Β iํ޲ͷϑϩʔ͕ଘࡏ͢Δɽ(4)ࣜ͸ɼΞʔΫ
(i, j)͕ଘࡏ͢Δͱ͖ɼ඼छ kͷϑϩʔ͕࠷େͰ dk ͚ͩଘࡏ͢Δ͜ͱΛද͢ڧ੍
੍໿ࣜͰ͋Δɽdk > Cij Ͱ͋Δ඼छͷधཁ͕ଘࡏ͢Δ৔߹ɼ͜ͷ੍໿ࣜͷӈล͸
min(dk, Cij)yij ʹஔ͖׵͑Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
3 ଥ౰ෆ౳ࣜ
ڧ੍੍໿ࣜΛؚΉఆࣜԽͰ͋ͬͯ΋࠷ద஋ͱԼք஋ͱͷΪϟοϓ͸ൺֱతେ͖
͘ɼઢܗ؇࿨ʹΑͬͯಘΒΕΔԼք஋͸ͦΕ΄Ͳྑ͘͸ͳ͍ɽͦͷͨΊɼCNDʹ
ରͯ͠ଟ͘ͷଥ౰ෆ౳͕ࣜࣔ͞Ε͓ͯΓɼ͜ΕΒͷଥ౰ෆ౳ࣜΛ੍໿ͱͯ͠Ճ͑
Δ͜ͱʹΑͬͯɼԼք஋Λվળ͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ͜͜Ͱ͸ɼ޲͖ͷ͋Δ༰ྔΛ
΋ͭΞʔΫΞʔΫΛ૝ఆ͢Δɽ
༰ྔ੍໿Λ΋ͭωοτϫʔΫઃܭ໰୊ʹରͯ͠ɼଟ͘ͷଥ౰ෆ౳͕ࣜఏҊ͞
Ε͍ͯΔɽMagnanti et al. (1993)΍ Katayama and Kasugai (1993)͸ɼΧοτηοτ
্ͷϑϩʔͱ༰ྔʹର͢Δ੾Γ্͛Λ༻͍ͨΧοτηοτෆ౳ࣜΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
Magnanti et al. (1993)͸ɼΧοτηοτෆ౳ࣜʹՃ͑ɼ3ϊʔυʹର͢ΔΧοτηο
τෆ౳͓ࣜΑͼ৒༨༰ྔෆ౳ࣜΛఏҊ͍ͯ͠ΔɽChouman et al. (2003)͸ɼ࠷খج
਺ෆ౳ࣜɼඃ෴ෆ౳ࣜͱͦΕΒͷ্࣋ͪ͛ͨෆ౳ࣜΛࣔ͠ɼ෼཭໰୊ͱੜ੒ํ๏
Λ͍ࣔͯ͠ΔɽChouman and Crainic (2011)͸ɼϑϩʔඃ෴ෆ౳ࣜɼϑϩʔύοΫ
ෆ౳ࣜͱͦΕΒͷੜ੒ํ๏Λ͍ࣔͯ͠ΔɽAgarwal (2006)΍Agarwal (2014)͸ɼα
όΠόϧωοτϫʔΫઃܭ໰୊ʹର͢Δ 3͓Αͼ 4෼ׂෆ౳ࣜΛ͍ࣔͯ͠Δɽ
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（1）式は目的関数であり，フロー費用とデザイン費用の総和を最小化する．（2）式はフ
ロー保存式である．ここで，d kn は，ノード n が品種 k の始点O
k であれば－d k ，終点
D k であれば d k ，それ以外のノードであれば 0 である定数である．（3）式は，アーク（i, 
j）が存在するとき，アーク上のフロー量の合計がアーク容量以下であることを表す容
量制約式である．アークは向きをもたないので，アーク（i, j）上には i から j 方向のフ
ローと j から i 方向のフローが存在する．（4）式は，アーク（i, j）が存在するとき，品種
k のフローが最大で d k だけ存在することを表す強制制約式である．d k > Cij である品種
の需要が存在する場合，この制約式の右辺は min（d k , Cij ）yij に置き換えることができる．
3 　妥当不等式
強制制約式を含む定式化であっても最適値と下界値とのギャップは比較的大きく，線形
緩和によって得られる下界値はそれほど良くはない．そのため，CND に対して多くの妥
当不等式が示されており，これらの妥当不等式を制約として加えることによって，下界
値を改善することができる．ここでは，向きのない容量をもつアークを想定する．
容量制約をもつネットワーク設計問題に対して，多くの妥当不等式が提案されてい
る．Magnanti et al.（1993） やKatayama and Kasugai（1993）は，カットセット上の
フローと容量に対する切り上げを用いたカットセット不等式を示している．Magnanti 
et al.（1993） は，カットセット不等式に加え， 3 ノードに対するカットセット不等
式および剰余容量不等式を提案している．Chouman et al.（2003） は，最小基数不等
式，被覆不等式とそれらの持ち上げた不等式を示し，分離問題と生成方法を示している．
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容量制約をもつネットワーク設計問題に対する n 分割不等式
Chouman and Crainic （2011） は，フロー被覆不等式，フローパック不等式とそれらの
生成方法を示している．Agarwal（2006） やAgarwal（2014） は，サバイバルネットワー
ク設計問題に対する 3 および 4 分割不等式を示している．
S S¯
(S, S¯)
ਤ 1: Χοτηοτෆ౳ࣜ
3.1 Χοτηοτෆ౳ࣜ
Χοτηοτ্ͷΞʔΫ༰ྔͱϑϩʔྔͷؔ܎͔Βଥ౰ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ
͖Δɽϊʔυू߹ N Λ S ͱ S¯(= N\S)ʹ෼ׂ͢ΔɽS ಺ͷϊʔυͱ S¯ ಺ͷϊʔυ
Λ୺఺ͱ͢ΔΞʔΫू߹Ͱ͋ΔΧοτηοτ (S, S¯)ͱ͓͘ɽ·ͨɼS ʹؚ·ΕΔ
ϊʔυͱ S¯ʹؚ·ΕΔϊʔυΛ࢝఺ͱऴ఺·ͨ͸ऴ఺ͱ࢝఺ͱ͢Δ඼छͷू߹Λ
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∑
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ΞʔΫ্Λগͳ͘ͱ΋ 1ճ͸௨ա͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ (ਤ 1)ɽ͞Βʹɼ(S, S¯)্ʹ
͸ɼΧοτηοτ্Λ௨ա͢ΔϑϩʔྔҎ্ͷ༰ྔ͕ඞཁͰ͋ΔͷͰɼ͕࣍ࣜ੒
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∑
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Χοτηοτ (S, S¯)ʹؚ·ΕΔΞʔΫͷΞʔΫ༰ྔͷ࠷େ஋ΛC(S,S¯)(= max(i,j)∈(S,S¯)Cij)
ͱ͓͘ɽ
྆ลΛ C(S,S¯)ͰׂΔͱɼ࣍ͷؔ܎͕੒Γཱͭɽ
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k∈K(S,S¯)
(xkij + x
k
ji)
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C(S,S¯)
∀S ⊂ N
ࠨล͸੔਺஋ΛͱΔͨΊɼ࣍ͷΧοτηοτෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰
ෆ౳ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥
⌈
D(S,S¯)
C(S,S¯)
⌉
∀S ⊂ N
3
図 1 　カットセット不等式
3 ． 1 　カットセット不等式
カットセット上のアーク容量とフロー量の関係から妥当不等式を導くことができる．
ノード集合 N を S とS̅（= N \ S ） に分割する． S 内のノードとS̅ 内のノードを端点とす
るアーク集合であるカットセット（S, S̅ ）とおく．また， S に含まれるノードとS̅ に含
まれるノードを始点と終点または終点と始点とする品種の集合をK（S, S̅ ） とし，これ
らの品種の需要量の和をD（S, S̅ ）（=Σk∈K（S, S̅ ）d
k） とおく．
このとき，K（S, S̅ ） に含まれる品種のフローは，カットセット（S, S̅ ） に含まれる
アーク上を少なくとも 1 回は通過しなければならない（図 1 ）．さらに，（S, S̅ ） 上には，
カットセット上を通過するフロー量以上の容量が必要であるので，次式が成り立つ．
S S¯
(S, S¯)
ਤ 1: ࣜ
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Χοτηοτ্ͷΞʔΫ༰ Βଥ౰ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ
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∑
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∑
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∑
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Χοτηοτ (S, S¯)ʹؚ·ΕΔΞʔΫͷΞʔΫ༰ྔͷ࠷େ஋ΛC(S,S¯)(= max(i,j)∈(S,S¯)Cij)
ͱ͓͘ɽ
྆ลΛ C(S,S¯)ͰׂΔͱɼ࣍ͷؔ܎͕੒Γཱͭɽ
∑
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カットセット（S, S̅ ）に含まれるアークのアーク容量の最大値を C（S, S̅ ）（=max（i, j）∈（S, S̅ ）Cij ）
とおく．
両辺をC（S, S̅ ）で割ると，次の関係が成り立つ．
S S¯
(S, S¯)
ਤ 1: Χοτηοτෆ౳ࣜ
3.1 Χοτηοτෆ౳ࣜ
Χοτηοτ্ͷΞʔΫ༰ྔͱϑϩʔྔͷؔ܎͔Βଥ౰ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ
͖Δɽϊʔυू߹ N Λ S ͱ S¯(= N\ )ʹ෼ׂ͢ΔɽS ಺ͷϊʔυͱ ¯಺ͷϊʔυ
Λ୺఺ ͢ΔΞʔΫू߹Ͱ͋ΔΧοτηοτ (S, S¯)ͱ͓͘ɽ·ͨɼS ʹؚ·ΕΔ
ϊʔυͱ S¯ʹؚ·ΕΔϊʔυΛ࢝఺ͱऴ఺·ͨ͸ऴ఺ͱ࢝఺ͱ͢Δ඼छͷू߹Λ
K(S, S¯)ͱ͠ɼ͜ΕΒͷ඼छͷधཁྔ ࿨ΛD(S,S¯)(=
∑
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͜ͷͱ͖ɼK(S, S¯)ʹؚ·ΕΔ඼छͷϑϩʔ͸ɼΧοτηοτ (S, S¯)ʹؚ·ΕΔ
ΞʔΫ্Λগͳ͘ͱ΋ 1ճ͸௨ա͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ (ਤ 1)ɽ͞Βʹɼ(S, S¯)্ʹ
͸ɼΧοτηοτ্Λ௨ա͢ΔϑϩʔྔҎ্ͷ༰ྔ͕ඞཁͰ͋ΔͷͰɼ͕࣍ࣜ੒
Γཱͭɽ
∑
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Cijyij ≥
∑
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k
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Χοτηοτ ( , S¯)ʹؚ·ΕΔΞʔΫͷΞʔΫ༰ྔͷ࠷େ஋ΛC(S,S¯)(= max(i,j)∈(S,S¯)Cij)
ͱ͓͘ɽ
྆ลΛ C(S,S¯)ͰׂΔͱɼ࣍ͷؔ܎͕੒Γཱͭɽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cij
C(S,S¯)
yij ≥
∑
(i,j)∈(S,S¯)
∑
k∈K(S,S¯)
(xkij + x
k
ji)
C(S,S¯)
≥ D ,
C(S,S¯)
∀S ⊂ N
ࠨล͸੔਺஋ΛͱΔͨΊɼ࣍ͷΧοτηοτෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰
ෆ౳ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥
⌈
D ,
C(S,S¯)
⌉
∀S ⊂ N
3
左辺は整数値をとるため，次のカットセット不等式（Chouman et al. 2003）は妥当不
等式となる．
S S¯
(S, S¯)
ਤ 1: Χοτηοτෆ౳ࣜ
3.1 Χοτηοτෆ౳ࣜ
Χοτηοτ্ͷΞʔΫ༰ྔͱϑϩʔྔͷؔ܎͔Βଥ౰ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ
͖Δɽϊʔυू߹ N Λ S ͱ S¯(= N\S)ʹ෼ׂ͢ΔɽS ಺ͷϊʔυͱ S¯ ಺ͷϊʔυ
Λ୺఺ͱ͢ΔΞʔΫू߹Ͱ͋ΔΧοτηοτ (S, S¯)ͱ͓͘ɽ·ͨɼS ʹؚ·ΕΔ
ϊʔυͱ S¯ʹؚ·ΕΔϊʔυΛ࢝఺ͱऴ఺·ͨ͸ऴ఺ͱ࢝఺ͱ͢Δ඼छͷू߹Λ
K(S, S¯)ͱ͠ɼ͜ΕΒͷ඼छͷधཁྔͷ࿨ΛD(S,S¯)(=
∑
k∈K(S,S¯) d
k)ͱ͓͘ɽ
͜ͷͱ͖ɼK(S, S¯)ʹؚ·ΕΔ඼छͷϑϩʔ͸ɼΧοτηοτ (S, S¯)ʹؚ·ΕΔ
ΞʔΫ্Λগͳ͘ͱ΋ 1ճ ௨ա͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍ (ਤ 1)ɽ͞Βʹɼ(S, S¯)্ʹ
͸ɼΧοτηοτ্Λ௨ա͢ΔϑϩʔྔҎ্ͷ༰ྔ͕ඞཁͰ͋ΔͷͰɼ͕࣍ࣜ੒
Γཱͭɽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cijyij ≥
∑
(i,j)∈(S,S¯)
∑
k∈K(S, ¯)
(xkij + x
k
ji) ≥ D(S,S¯) ∀S ⊂ N
Χοτηοτ (S, S¯)ʹؚ·ΕΔΞʔΫͷΞʔΫ༰ྔͷ࠷େ஋ΛC(S,S¯)(= max(i,j)∈(S,S¯)Cij)
ͱ͓͘ɽ
྆ลΛ C(S,S¯)ͰׂΔͱɼ࣍ͷؔ܎͕੒Γཱͭɽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cij
C(S,S¯)
yij ≥
∑
(i,j)∈(S,S¯)
∑
k∈K(S,S¯)
(xkij + x
k
ji)
C(S,S¯)
≥ D(S,S¯)
C(S,S¯)
∀S ⊂ N
ࠨล͸੔਺஋ΛͱΔͨΊɼ࣍ͷΧοτηοτෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰
ෆ౳ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥
⌈
D(S,S¯)
C(S,S¯)
⌉
∀S ⊂ N
3
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図 2 　 3 ノードネットワーク
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3 2
y13 y12
y23
ਤ 2: 3ϊʔυωοτϫʔΫ
3.2 3ϊʔυෆ౳ࣜ
3ϊʔυͱ֤ϊʔυΛ୺఺ͱ͢Δ 3ΞʔΫΛ΋ͪɼ֤ϊʔυΛ࢝఺ɾऴ఺ͱ͢Δ
3඼छ͔Βߏ੒͞ΕΔ 3ϊʔυͷωοτϫʔΫΛߟ͑Δ (ਤ 2)ɽ͜ͷωοτϫʔΫʹ
͓͚ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ (Magnanti et al. 1993)͸ɼ࣍ͷ 3ͭͷࣜͱͳΔɽ
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d12 + d13
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⌉
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⌈
d12 + d23
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⌉
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⌈
d13 + d23
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⌉
͜ΕΒ 3ࣜͷ࿨Λ 2ͰׂΔ͜ͱʹΑͬͯɼ࣍ͷ 3ϊʔυෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
y12 + y13 + y23 ≥
⌈
1
2
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d12 + d13
max (C12, C13)
⌉
+
⌈
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⌉
+
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d13 + d23
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⌉)⌉
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3.3 ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
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m(S,S¯) = max{h|
h∑
l=1
Cl <
∑
k∈K(S,S¯)
dk}+ 1
͜͜ͰɼC1, · · · , C|(S,S¯)| ͸Χοτηοτ (S, S¯)্ͷΞʔΫ༰ྔΛ߱ॱʹιʔτͨ͠
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3 ． 2 　 3 ノード不等式
3 ノードと各ノードを端点とする 3 アークをもち，各ノードを始点・終点とする 3 品
種から構成される 3 ノードのネットワークを考える（図 2 ）．このネットワークにおけ
るカットセット不等式（Magnanti et al. 1993）は，次の 3 つの式となる．
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これら 3 式の和を 2 で割ることによって，次の 3 ノード不等式を導くことができる．
1
3 2
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ਤ : 3ϊʔυωοτϫʔΫ
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この妥当不等式は，「（d12 + d13）/max（C12, C13） +「（d
12 + d23）/max（C12, C13） +
「（d12 + d23）/max（C12, C13）が奇数であれば，有効な妥当不等式となる．
3 ． 3 　最小基数不等式
カットセット（S, S̅ ）に対する最小基数 （S, S̅ ）を次のように定義する．
,
,
l
l
,
| , |
l
,
,
ここで，C1, … , C¦（S, S̅ ）¦ はカットセット（S, S̅ ）上のアーク容量を降順にソートした
ものであり，Σhl=1 Cl は容量の降順で h 番目までのアーク容量の和をとったものであ
る．このためカットセット（S, S̅ ）上には少なくとも （S, S̅ ）本のアークが必要であり，
m（S, S̅ ）は（S, S̅ ）の中で選択すべきアーク数の最小値となる（図 3 ）．
容量制約をもつネットワーク設計問題に対する n 分割不等式
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S S¯
(S, S¯)
m(S, S¯)
ਤ 3: ࠷খج਺
S S¯
(S, S¯)
E
ਤ 4: Χοτηοτͱඃ෴
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ࣜͷ࠷খج਺ෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S,S¯)
yij ≥ m(S,S¯)
3.4 ඃ෴ෆ౳ࣜ
EΛΧοτηοτ (S, S¯)ͷ෦෼ू߹ͱ͢Δ (ਤ 4)ɽΧοτηοτ (S, S¯)͔Β EΛআ
͍ͨΞʔΫू߹ (S, S¯)\E্ͰɼK(S, S¯)ͷ͢΂ͯͷधཁΛྲྀͤͳ͍ɼ͢ͳΘͪ∑
(i,j)∈(S,S¯)\E
Cij < D(S,S¯)
Ͱ͋Δͱ͖ɼEΛ (S, S¯)ͷඃ෴ͱΑͿɽ͜ͷͱ͖ɼඃ෴ʹؚ·ΕΔΞʔΫͷগͳ͘
ͱ΋ 1ຊҎ্͕બ୒͞Εͳ͍ͱɼϑϩʔΛྲྀͤͳ͍ͨΊʹ࣮ߦෆՄೳͱͳΔɽ
·ͨɼEʹؚ·ΕΔΞʔΫ༰ྔͷ࠷খ஋ͷΞʔΫΛՃ͑ͨͱ͖ʹɼK(S, S¯)ͷ͢
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図 3 　最小基数
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図 4 　カットセットと被覆
したがって，次式の最小基数不等式（Chouman et al. 2003） は妥当不等式となる．
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3 ． 4 　被覆不等式
E をカットセット（S, S̅ ）の部分集合とする（図 4 ）．カットセット（S, S̅ ）から E
を除いたアーク集合（S, S̅ ）\E 上で，K（S, S̅ ）のすべての需要を流せない，すなわち
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であるとき，E を（S, S̅ ）の被覆とよぶ．このとき，被覆に含まれるアークの少なくと
も 1 本以上が選択されないと，フローを流せないために実行不可能となる．
また，E に含まれるアーク容量の最小値のアークを加えたときに，K（S, S̅ ）のすべ
ての需要を流せる，すなわち΂ͯͷधཁΛྲྀͤΔɼ͢ͳΘͪ∑
(i,j)∈(S,S¯)\E
Cij + min
(p,q)∈E
Cpq ≥ D(S,S¯)
Ͱ͋Δͱ͖ɼEΛ (S, S¯)ͷ࠷খඃ෴ͱΑͿɽ
(S, S¯)ͷ͢΂ͯͷඃ෴Eʹରͯ͠ɼগͳ͘ͱ΋ඃ෴ʹؚ·ΕΔΞʔΫ 1ຊ͸બ୒
͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱ͔Βɼ࣍ͷඃ෴ෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰ෆ౳
ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈E
yij ≥ 1
σβΠϯม਺ͷઢܗ؇࿨ղ y͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ΋ͷͱ͢Δɽ࣍ͷ෼཭໰୊Λղ͘
͜ͱʹΑͬͯɼCNDͷઢܗ؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍Մೳੑͷ͋Δඃ෴Λݟ͚ͭΔ͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ϕ =࠷খԽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
yijtij
৚݅
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cijtij >
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cij −D(S,S¯)
tij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ (S, S¯)
͜͜Ͱɼϕ͸͜ͷ෼཭໰୊ͷ࠷ద஋Ͱ͋Γɼtij ͸ΞʔΫ (i, j)͕ඃ෴ Eʹؚ·ΕΕ
͹ 1ɼͦ͏Ͱͳ͚Ε͹ 0Ͱ͋Δ͜ͱΛද͢ 0-1ม਺Ͱ͋Δɽ΋͠ɼϕ < 1Ͱ͋Ε͹E
͸࠷΋؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴ͱͳΓɼϕ ≥ 1Ͱ͋Ε͹؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴
͕ଘࡏ͠ͳ͍ɽ
͜ͷ෼཭໰୊͸ 0-1φοϓαοΫ໰୊Ͱ͋Γɼൺֱత༰қʹ࠷దղΛٻΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼ๲େͳ਺ͷΧοτηοτʹର͢Δ෼཭໰୊Λղͨ͘Ίʹ͸ɼΑ
Γޮ཰తʹղ͘͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽͦ͜Ͱɼyij Λঢॱʹฒ΂׵͑ɼঢॱʹ੍໿Λ
ຬͨ͢·Ͱᩦཉతʹ tij = 1ͱ͢Δ͜ͱͰۙࣅղΛٻΊΔͱɼޮ཰తʹඃ෴ EΛٻ
ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
4 n෼ׂෆ౳ࣜ
4.1 3෼ׂෆ౳ࣜ
3ϊʔυෆ౳ࣜ͸ɼҰൠͷωοτϫʔΫʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼ
S3 ʹ 3෼ׂ͠ɼ3ϊʔυωοτϫʔΫ্ͷΞʔΫΛΧοτηοτʹରԠͤ͞Δ (ਤ
5)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ
͸࣍ࣜͱͳΔɽ
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であるとき，E を（S, S̅ ）の最小被覆とよぶ．
（S, S̅ ）のすべての被覆 E に対して，少なくとも被覆に含まれるアーク 1 本は選択し
なければならないことから，次の被覆不等式（Chouman et al. 2003）は妥当不等式とな
る．
΂ͯͷधཁΛྲྀͤΔɼ͢ͳΘͪ∑
(i,j)∈(S,S¯)\E
Cij + min
(p,q)∈E
Cpq ≥ D(S,S¯)
Ͱ͋Δͱ͖ɼEΛ (S, S¯)ͷ࠷খඃ෴ͱΑͿɽ
(S, S¯)ͷ͢΂ͯͷඃ෴Eʹରͯ͠ɼগͳ͘ͱ΋ඃ෴ʹؚ·ΕΔΞʔΫ 1ຊ͸બ୒
͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱ͔Βɼ࣍ͷඃ෴ෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰ෆ౳
ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈E
yij ≥ 1
σβΠϯม਺ͷઢܗ؇࿨ղ y͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ΋ͷͱ͢Δɽ࣍ͷ෼཭໰୊Λղ͘
͜ͱʹΑͬͯɼCNDͷઢܗ؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍Մೳੑͷ͋Δඃ෴Λݟ͚ͭΔ͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ϕ =࠷খԽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
yijtij
৚݅
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cijtij >
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cij −D(S,S¯)
tij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ (S, S¯)
͜͜Ͱɼϕ͸͜ͷ෼཭໰୊ͷ࠷ద஋Ͱ͋Γɼtij ͸ΞʔΫ (i, j)͕ඃ෴ Eʹؚ·ΕΕ
͹ 1ɼͦ͏Ͱͳ͚Ε͹ 0Ͱ͋Δ͜ͱΛද͢ 0-1ม਺Ͱ͋Δɽ΋͠ɼϕ < 1Ͱ͋Ε͹E
͸࠷΋؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴ͱͳΓɼϕ ≥ 1Ͱ͋Ε͹؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴
͕ଘࡏ͠ͳ͍ɽ
͜ͷ෼཭໰୊͸ 0-1φοϓαοΫ໰୊Ͱ͋Γɼൺֱత༰қʹ࠷దղΛٻΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼ๲େͳ਺ͷΧοτηοτʹର͢Δ෼཭໰୊Λղͨ͘Ίʹ͸ɼΑ
Γޮ཰తʹղ͘͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽͦ͜Ͱɼyij Λঢॱʹฒ΂׵͑ɼঢॱʹ੍໿Λ
ຬͨ͢·Ͱᩦཉతʹ tij = 1ͱ͢Δ͜ͱͰۙࣅղΛٻΊΔͱɼޮ཰తʹඃ෴ EΛٻ
ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
4 n෼ׂෆ౳ࣜ
4.1 3෼ׂෆ౳ࣜ
3ϊʔυෆ౳ࣜ͸ɼҰൠͷωοτϫʔΫʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼ
S3 ʹ 3෼ׂ͠ɼ3ϊʔυωοτϫʔΫ্ͷΞʔΫΛΧοτηοτʹରԠͤ͞Δ (ਤ
5)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ
͸࣍ࣜͱͳΔɽ
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デザイン変数の線形緩和解 y が与えられているものとする．次の分離問題を解くことに
よって，CND の線形緩和解を満足しない可能性のある被覆を見つけることができる．
΂ͯͷधཁΛྲྀͤΔɼ͢ͳΘͪ∑
(i,j)∈(S,S¯)\E
Cij + min
(p,q)∈E
Cpq ≥ D(S,S¯)
Ͱ͋Δͱ͖ɼEΛ (S, S¯)ͷ࠷খඃ෴ͱΑͿɽ
(S, S¯)ͷ͢΂ͯͷඃ෴Eʹରͯ͠ɼগͳ͘ͱ΋ඃ෴ʹؚ·ΕΔΞʔΫ 1ຊ͸બ୒
͠ͳ͚Ε͹ͳΒͳ͍͜ͱ͔Βɼ࣍ͷඃ෴ෆ౳ࣜ (Chouman et al. 2003)͸ଥ౰ෆ౳
ࣜͱͳΔɽ ∑
(i,j)∈E
yij ≥ 1
σβΠϯม਺ͷઢܗ؇࿨ղ y͕༩͑ΒΕ͍ͯΔ΋ͷͱ͢Δɽ࣍ͷ෼཭໰୊Λղ͘
͜ͱʹΑͬͯɼCNDͷઢܗ؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍Մೳੑͷ͋Δඃ෴Λݟ͚ͭΔ͜
ͱ͕Ͱ͖Δɽ
ϕ =࠷খԽ
∑
(i,j)∈(S,S¯)
yijtij
৚݅
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cijtij >
∑
(i,j)∈(S,S¯)
Cij −D(S,S¯)
tij ∈ {0, 1} ∀(i, j) ∈ (S, S¯)
͜͜Ͱɼϕ͸͜ͷ෼཭໰୊ͷ࠷ద஋Ͱ͋Γɼtij ͸ΞʔΫ (i, j)͕ඃ෴ Eʹؚ·ΕΕ
͹ 1ɼͦ͏Ͱͳ͚Ε͹ 0Ͱ͋Δ͜ͱΛද͢ 0-1ม਺Ͱ͋Δɽ΋͠ɼϕ < 1Ͱ͋Ε͹E
͸࠷΋؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴ͱͳΓɼϕ ≥ 1Ͱ͋Ε͹؇࿨ղΛຬ଍͠ͳ͍ඃ෴
͕ଘࡏ͠ͳ͍ɽ
͜ͷ෼཭໰୊͸ 0-1φοϓαοΫ໰୊Ͱ͋Γɼൺֱత༰қʹ࠷దղΛٻΊΔ͜ͱ
͕Ͱ͖Δɽ͔͠͠ɼ๲େͳ਺ͷΧοτηοτʹର͢Δ෼཭໰୊Λղͨ͘Ίʹ͸ɼΑ
Γޮ཰తʹղ͘͜ͱ͕ඞཁͱͳΔɽͦ͜Ͱɼyij Λঢॱʹฒ΂׵͑ɼঢॱʹ੍໿Λ
ຬͨ͢·Ͱᩦཉతʹ tij = 1ͱ͢Δ͜ͱͰۙࣅղΛٻΊΔͱɼޮ཰తʹඃ෴ EΛٻ
ΊΔ͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
4 n෼ׂෆ౳ࣜ
4.1 3෼ׂෆ౳ࣜ
3ϊʔυෆ౳ࣜ͸ɼҰൠͷωοτϫʔΫʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼ
S3 ʹ 3෼ׂ͠ɼ3ϊʔυωοτϫʔΫ্ͷΞʔΫΛΧοτηοτʹରԠͤ͞Δ (ਤ
5)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ
͸࣍ࣜͱͳΔɽ
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ここで，φはこの分離問題の最適値であり，tij はアーク（i, j） が被覆 E に含まれれば 1 ，
そうでなければ 0 であることを表す 0－1 変数である．もし，φ< 1 であれば E は最も
緩和解を満足しない被覆となり，φ< 1 であれば緩和解を満足しない被覆が存在しない．
この分離問題は 0－1 ナップサック問題であり，比較的容易に最適解を求めることが
できる．しかし，膨大な数のカットセットに対する分離問題を解くためには，より効率
的に解くことが必要となる．そこで，yij を昇順に並べ換え，昇順に制約を満たすまで貪
欲的にtij = 1 とすることで近似解を求めると，効率的に被覆 E を求めることができる．
4 　 n 分割不等式
4 ． 　 分割不等式
3 ノード不等式は，一般のネットワークに拡張できる．ノード集合 N をS1，S2，S3に
3 分割し， 3 ノードネットワーク上のアークをカットセットに対応させる（図 5 ）．こ
のとき，カットセット（S1, S̅1），（S2, S̅2），（S3, S̅3）に対するカットセット不等式は次式
となる．
S2S1
S3
(S1, S2)
(S1, S3)
(S2, S3)
ਤ 5: 3෼ׂωοτϫʔΫ
∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥
⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉
,
3ͭͷࣜͷ࿨ΛͱΔͱࠨลʹ͸ಉ͡σβΠϯม਺͕ 2ؚͭͣͭ·Εɼ(S1, S¯1) =
(S1, S¯2 ∪ S¯3)ͳͲͱͳΔ͜ͱ͔Βɼ࣍ͷ 3෼ׂෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
+
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
+
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉)⌉
͜ͷଥ౰ෆ౳ࣜ͸ɼ⌈D(S1,S¯1)/C(S1,S¯1)⌉+ ⌈D(S2,S¯2)/C(S2,S¯2)⌉+ ⌈D(S3,S¯3)/C(S3,S¯3)⌉ ͕ح
਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
4.2 4෼ׂෆ౳ࣜͱ n෼ׂෆ౳ࣜ
3෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ4෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1͔Β S4ʹ 4෼
ׂ͢Δ (ਤ 6)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (Sp, S¯p)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ͸࣍ࣜ
ͱͳΔɽ
∑
(i,j)∈(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉
, ∀p = 1, 2, 3, 4
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ͷ 4෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
3∑
p=1
4∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
4∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
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3 つの式の和をとると左辺には同じデザイン変数が 2 つずつ含まれ，（S1, S̅1）=
（S1, S2∪S3）などとなることから，次の 3 分割不等式を導くことができる．
容量制約をもつネットワーク設計問題に対する n 分割不等式
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S2S1
S3
(S1, S2)
(S1, S3)
(S2, S3)
ਤ 5: 3෼ׂωοτϫʔΫ
∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥
⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉
,
3ͭͷࣜͷ࿨ΛͱΔͱࠨลʹ͸ಉ͡σβΠϯม਺͕ 2ؚͭͣͭ·Εɼ(S1, S¯1) =
(S1, S¯2 ∪ S¯3)ͳͲͱͳΔ͜ͱ͔Βɼ࣍ͷ 3෼ׂෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
+
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
+
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉)⌉
͜ͷଥ౰ෆ౳ࣜ͸ɼ⌈D(S1,S¯1)/C(S1,S¯1)⌉+ ⌈D(S2,S¯2)/C(S2,S¯2)⌉+ ⌈D(S3,S¯3)/C(S3,S¯3)⌉ ͕ح
਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
4.2 4෼ׂෆ౳ࣜͱ n෼ׂෆ౳ࣜ
3෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ4෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1͔Β S4ʹ 4෼
ׂ͢Δ (ਤ 6)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (Sp, S¯p)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ͸࣍ࣜ
ͱͳΔɽ
∑
(i,j)∈(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉
, ∀p = 1, 2, 3, 4
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ͷ 4෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
3∑
p=1
4∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
4∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
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この妥当不等式は，｢D（S1, S̅1）/C（S1, S̅1） +｢D（S2, S̅2）/C（S2, S̅2）+「D（S3, S̅3）/C（S3, S̅3） が奇数であれば，
有効な妥当不等式となる．
4 ． 2 　 4 分割不等式とn 分割不等式
3 分割不等式は， 4 分割不等式に拡張できる．ノード集合 N を S1 から S4 に 4 分割す
る（図 6 ）．このとき，カットセット（Sp, S̅p）に対するカットセット不等式は次式となる．
S2S1
S3
(S1, S2)
(S1, S3)
(S2, S3)
ਤ 5: 3෼ׂωοτϫʔΫ
∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥
⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉
,
3ͭͷࣜͷ࿨ΛͱΔͱࠨลʹ͸ಉ͡σβΠϯม਺͕ 2ؚͭͣͭ·Εɼ(S1, S¯1) =
(S1, S¯2 ∪ S¯3)ͳͲͱͳΔ͜ͱ͔Βɼ࣍ͷ 3෼ׂෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
+
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
+
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉)⌉
͜ͷଥ౰ෆ౳ࣜ͸ɼ⌈D(S1,S¯1)/C(S1,S¯1)⌉+ ⌈D(S2,S¯2)/C(S2,S¯2)⌉+ ⌈D(S3,S¯3)/C(S3,S¯3)⌉ ͕ح
਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
4.2 4෼ׂෆ౳ࣜͱ n෼ׂෆ౳ࣜ
3෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ4෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1͔Β S4ʹ 4෼
ׂ͢Δ (ਤ 6)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (Sp, S¯p)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ͸࣍ࣜ
ͱͳΔɽ
∑
(i,j)∈(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉
, ∀p = 1, 2, 3, 4
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ͷ 4෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
3∑
p=1
4∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
4∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
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したがって，次の 4 分割不等式は妥当不等式となる．
S2S1
S3
(S1, S2)
(S1, S3)
(S2, S3)
ਤ 5: 3෼ׂωοτϫʔΫ
∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥
⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥
⌈
D( 2,S¯2)
C( 2,S¯2)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉
,
3ͭͷࣜͷ࿨ΛͱΔͱࠨลʹ͸ಉ͡σβΠϯม਺͕ 2ؚͭͣͭ·Εɼ(S1, S¯1) =
(S1, S¯2 ∪ S¯3)ͳͲͱͳΔ͜ͱ͔Βɼ࣍ͷ 3෼ׂෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
+
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
+
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉)⌉
͜ͷଥ౰ෆ౳ࣜ͸ɼ⌈D(S1,S¯1)/C(S1,S¯1)⌉+ ⌈D(S2,S¯2)/C(S2,S¯2)⌉+ ⌈D(S3,S¯3)/C(S3,S¯3)⌉ ͕ح
਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
4.2 4෼ׂෆ౳ࣜͱ n෼ׂෆ౳ࣜ
3෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ4෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1͔Β S4ʹ 4෼
ׂ͢Δ (ਤ 6)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (Sp, S¯p)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ͸࣍ࣜ
ͱͳΔɽ
∑
(i,j)∈(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉
, ∀p = 1, 2, 3, 4
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ͷ 4෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
3∑
p=1
4∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
4∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
7
図 5 　 3 分割ネットワーク
図 6 　 4 分割ネットワーク
S2S1
S3S4
(S1, S2)
(S2, S3)
(S3, S4)
(S1, S4) (S1, S3)
(S2, S4)
ਤ 6: 4෼ׂωοτϫʔΫ
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ n෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ
౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
n෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1⌈D(Sp,S¯p)/C(Sp,S¯p)⌉ ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
5 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜͱn෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
n෼ׂෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࠷খج਺ෆ౳ࣜΛ 3෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼS3ʹ 3෼ׂ͢Δɽ·ͨɼΧοτηοτ (S, S¯)্ͷ࠷খ
ج਺Λm(S,S¯)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢Δ
࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸࣍ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥ m(S1,S¯1),
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥ m(S2,S¯2),
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥ m(S3,S¯3)
͜ΕΒͷ͔ࣜΒɼ࣍ͷ 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(
m(S1,S¯1) +m(S2,S¯2) +m(S3,S¯3)
)⌉
ಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
m(Sp,S¯p)
⌉
8
30
S2S1
S3
(S1, S2)
(S1, S3)
(S2, S3)
ਤ 5: 3෼ׂωοτϫʔΫ
∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥
⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
,
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉
,
3ͭͷࣜͷ࿨ΛͱΔͱࠨลʹ͸ಉ͡σβΠϯม਺͕ 2ؚͭͣͭ·Εɼ(S1, S¯1) =
(S1, S¯2 ∪ S¯3)ͳͲͱͳΔ͜ͱ͔Βɼ࣍ͷ 3෼ׂෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(⌈
D(S1,S¯1)
C(S1,S¯1)
⌉
+
⌈
D(S2,S¯2)
C(S2,S¯2)
⌉
+
⌈
D(S3,S¯3)
C(S3,S¯3)
⌉)⌉
͜ͷଥ౰ෆ౳ࣜ͸ɼ⌈D(S1,S¯1)/C(S1,S¯1)⌉+ ⌈D(S2,S¯2)/C(S2,S¯2)⌉+ ⌈D(S3,S¯3)/C(S3,S¯3)⌉ ͕ح
਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
4.2 4෼ׂෆ౳ࣜͱ n෼ׂෆ౳ࣜ
3෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ4෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ுͰ͖Δɽϊʔυू߹N Λ S1͔Β S4ʹ 4෼
ׂ͢Δ (ਤ 6)ɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (Sp, S¯p)ʹର͢ΔΧοτηοτෆ౳ࣜ͸࣍ࣜ
ͱͳΔɽ
∑
(i,j)∈(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉
, ∀p = 1, 2, 3, 4
͕ͨͬͯ͠ɼ࣍ͷ 4෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
3∑
p=1
4∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
4∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
7ノード集合 N をS1 から Sn に n 個に分割する．このとき，次の n 分割不等式は妥当不
等式となる．
S2S1
S3S4
(S1, S2)
(S2, S3)
(S3, S4)
(S1, S4) (S1, S3)
(S2, S4)
ਤ 6: 4෼ׂωοτϫʔΫ
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ n෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ
౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
n෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1⌈D(Sp,S¯p)/C(Sp,S¯p)⌉ ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
5 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜͱn෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
n෼ׂෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࠷খج਺ෆ౳ࣜΛ 3෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼS3ʹ 3෼ׂ͢Δɽ·ͨɼΧοτηοτ (S, S¯)্ͷ࠷খ
ج਺Λm(S,S¯)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢Δ
࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸࣍ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥ m(S1,S¯1),
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥ m(S2,S¯2),
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥ m(S3,S¯3)
͜ΕΒͷ͔ࣜΒɼ࣍ͷ 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(
m(S1,S¯1) +m(S2,S¯2) +m(S3,S¯3)
)⌉
ಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
m(Sp,S¯p)
⌉
8
n 分割不等式は，Σnp=1｢D（Sp, S̅p）/C（Sp, S̅p） が奇数であれば，有効な妥当不等式となる．
5　 3 分割最小基数不等式と n 分割最小基数不等式
n 分割不等式と同様に，最小基数不等式を 3 分割不等式に拡張することができる．
ノード集合 N をS1 ，S2 ，S3 に 3 分割する．また，カットセット（S, S̅ ） 上の最小基数を
m（S, S̅）とする．このとき，カットセット（S1, S̅1），（S2, S̅2），（S3, S̅3）に対する最小基数
不等式は次式となる．
S2S1
3S4
(S1, S2)
(S2, S3)
(S3, S4)
(S1, S4) (S1, S3)
(S2, S4)
ਤ 6: 4෼ׂωοτϫʔΫ
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ n෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ
౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
n෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1⌈D(Sp,S¯p)/C(Sp,S¯p)⌉ ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
5 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜͱn෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
n෼ׂෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࠷খج਺ෆ౳ࣜΛ 3෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼS3ʹ 3෼ׂ͢Δɽ·ͨɼΧοτηοτ (S, S¯)্ͷ࠷খ
ج਺Λm(S,S¯)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢Δ
࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸࣍ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥ m(S1,S¯1),
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥ m(S2,S¯2),
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥ m(S3,S¯3)
͜ΕΒͷ͔ࣜΒɼ࣍ͷ 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(
m(S1,S¯1) +m(S2,S¯2) +m(S3,S¯3)
)⌉
ಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
m(Sp,S¯p)
⌉
8
これらの式から，次の 3 分割最小基数不等式は妥当不等式となる．
S2S1
S3S4
(S1, S2)
(S2, S3)
(S3, S4)
(S1, S4) (S1, S3)
(S2, S4)
ਤ 6: 4෼ׂωοτϫʔΫ
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ n෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ
౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
n෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1⌈D(Sp,S¯p)/C(Sp,S¯p)⌉ ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
5 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜͱn෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
n෼ׂෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࠷খج਺ෆ౳ࣜΛ 3෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽϊʔυू߹N Λ 1ɼS2ɼS3ʹ 3෼ׂ͢Δɽ·ͨɼΧοτηοτ (S, S¯)্ͷ࠷খ
ج਺Λm(S,S¯)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, 2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢Δ
࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥ m(S1,S¯1),
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥ m(S2,S¯2),
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥ m(S3,S¯3)
͜ΕΒͷ͔ࣜΒɼ࣍ͷ 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(
m(S1,S¯1) +m(S2,S¯2) +m(S3,S¯3)
)⌉
ಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
m(Sp,S¯p)
⌉
8
図 7 　 3 分割被覆
S2S1
S3
E(s1,s2)
E(s2,s3)E(s1,s3)
ਤ 7: 3෼ׂඃ෴
n෼࠷খج਺ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1m(Sp,S¯p) ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
6 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱn෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ
ϊʔυू߹ N Λ S1ɼS2ɼS3 ʹ 3෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹Λ
E(Sp,Sq)ͱ͢Δ (ਤ 7)ɽͨͩ͠ɼE(Sp,Sq) ∪E(Sp,Sr)͕Χοτηοτ (Sp, Sq ∪ Sr)ͷඃ෴
Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼඃ෴ෆ౳ࣜ͸࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S1,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S3)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1
E(Sp,Sq) ∪ E(Sp,Sr) = E(Sp,S¯p)ΑΓɼ࣍ͷ 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈E(S1,S¯1)
yij +
∑
(i,j)∈E(S2,S¯2)
yij +
∑
(i,j)∈E(S3,S¯3)
yij ≥ 2
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹
E(Sp,Sq)ʹ͓͍ͯɼ∪np=1,p̸=qE(Sp,q)͕Χοτηοτ (Sp, S¯p)ͷඃ෴Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n∑
p=1
∑
(i,j)∈E(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
n
2
⌉
n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ɼn͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
9
容量制約をもつネットワーク設計問題に対する n 分割不等式
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同様に，次の n 分割最小基数不等式は妥当不等式となる．
S2S1
S3S4
(S1, S2)
(S2, S3)
(S3, S4)
(S1, S4) (S1, S3)
(S2, S4)
ਤ 6: 4෼ׂωοτϫʔΫ
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼ࣍ͷ n෼ׂෆ౳ࣜ͸ଥ
౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
⌈
D(Sp,S¯p)
C(Sp,S¯p)
⌉⌉
n෼ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1⌈D(Sp,S¯p)/C(Sp,S¯p)⌉ ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
5 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜͱn෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ
n෼ׂෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࠷খج਺ෆ౳ࣜΛ 3෼ׂෆ౳ࣜʹ֦ு͢Δ͜ͱ͕Ͱ͖
Δɽϊʔυू߹N Λ S1ɼS2ɼS3ʹ 3෼ׂ͢Δɽ·ͨɼΧοτηοτ (S, S¯)্ͷ࠷খ
ج਺Λm(S,S¯)ͱ͢Δɽ͜ͷͱ͖ɼΧοτηοτ (S1, S¯1)ɼ(S2, S¯2)ɼ(S3, S¯3)ʹର͢Δ
࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸࣍ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S¯1)
yij ≥ m(S1,S¯1),
∑
(i,j)∈(S2,S¯2)
yij ≥ m(S2,S¯2),
∑
(i,j)∈(S3,S¯3)
yij ≥ m(S3,S¯3)
͜ΕΒͷ͔ࣜΒɼ࣍ͷ 3෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ∑
(i,j)∈(S1,S2)
yij +
∑
(i,j)∈(S1,S3)
yij +
∑
(i,j)∈(S2,S3)
yij ≥
⌈
1
2
(
m(S1,S¯1) +m(S2,S¯2) +m(S3,S¯3)
)⌉
ಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂ࠷খج਺ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n−1∑
p=1
n∑
q=p+1
∑
(i,j)∈(Sp,Sq)
yij ≥
⌈
1
2
n∑
p=1
m(Sp,S¯p)
⌉
8n 分最小基数割不等式は，Σnp=1m（Sp, S̅p）が奇数であれば，有効な妥当不等式となる．
6　 3 分割被覆不等式と n 分割被覆不等式
ノード集合 N をS1 ，S2 ，S3 に 3 分割する．カットセット（Sp, Sq）の部分集合を
E（Sp, Sq）とする（図 7 ）．ただし，E（Sp, Sq）∪E（Sp, Sr）がカットセット（Sp, Sq∪Sr） の被覆であ
るものとする．
このとき，被覆不等式は次のようになる．
S2S1
S3
E(s1,s2)
E(s2,s3)E(s1,s3)
ਤ 7: 3෼ׂඃ෴
n෼࠷খج਺ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1m(Sp,S¯p) ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
6 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱn෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ
ϊʔυू߹ N Λ S1ɼS2ɼS3 ʹ 3෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹Λ
E(Sp,Sq)ͱ͢Δ (ਤ 7)ɽͨͩ͠ɼE(Sp,Sq) ∪E( p,Sr)͕Χοτηοτ (Sp, Sq ∪ Sr)ͷඃ෴
Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼඃ෴ෆ౳ࣜ͸࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S1,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S3)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1
E(Sp,Sq) ∪ E(Sp,Sr) = E(Sp,S¯p)ΑΓɼ࣍ͷ 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈E(S1,S¯1)
yij +
∑
(i,j)∈E(S2,S¯2)
yij +
∑
(i,j)∈E(S3,S¯3)
yij ≥ 2
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹
E(Sp,Sq)ʹ͓͍ͯɼ∪np=1,p̸=qE(Sp,q)͕Χοτηοτ (Sp, S¯p)ͷඃ෴Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n∑
p=1
∑
(i,j)∈E(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
n
2
⌉
n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ɼn͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
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E（Sp, Sq）∪E（Sp, Sr）= E（Sp, S̅p）より，次の 3 分割被覆不等式を導くことができる．
S2S1
S3
E(s1,s
E(s2,s3)E(s1,s3)
ਤ 7: 3෼ׂඃ෴
n෼࠷খج਺ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1m(Sp,S¯p) ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
6 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱn෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ
ϊʔυू߹ N Λ S1ɼS2ɼS3 ʹ 3෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹Λ
E(Sp,Sq)ͱ͢Δ (ਤ 7)ɽͨͩ͠ɼE(Sp,Sq) ∪E(Sp,Sr)͕Χοτηοτ (Sp, Sq ∪ Sr)ͷඃ෴
Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼඃ෴ෆ౳ࣜ͸࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S1,S3)
yij ≥ 1,
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1,
(i,j)∈E(S1,S3)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1
E(Sp,Sq) ∪ E(Sp,Sr) = E(Sp,S¯p)ΑΓɼ࣍ͷ 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ
(i,j)∈E(S1,S¯1)
yij +
(i,j)∈E(S2,S¯2)
yij +
(i,j)∈E(S3,S¯3)
yij ≥ 2
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹
E(Sp,Sq)ʹ͓͍ͯɼ∪np=1,p̸=qE(Sp,q)͕Χοτηοτ (Sp, S¯p)ͷඃ෴Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n
p=1 (i,j)∈E(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
n
2
⌉
n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ɼn͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
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ノード集合 N をS1 からSn に n 個に分割する．カットセット（Sp, Sq） の部分集合
E（Sp, Sq）において，∪
n
p=1, p≠qE（Sp, Sq）がカットセット（Sp, S̅p）の被覆であるものとする．
3 分割被覆不等式と同様に，次の n 分割被覆不等式は妥当不等式となる．
S2S1
S3
E(s1,s2)
E(s2,s3)E(s1,s3)
ਤ 7: 3෼ׂඃ෴
n෼࠷খج਺ׂෆ౳ࣜ͸ɼ∑np=1m(Sp,S¯p) ͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱ
ͳΔɽ
6 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱn෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ
ϊʔυू߹ N Λ S1ɼS2ɼS3 ʹ 3෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹Λ
E(Sp,Sq)ͱ͢Δ (ਤ 7)ɽͨͩ͠ɼE(Sp,Sq) ∪E(Sp,Sr)͕Χοτηοτ (Sp, Sq ∪ Sr)ͷඃ෴
Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
͜ͷͱ͖ɼඃ෴ෆ౳ࣜ͸࣍ͷΑ͏ʹͳΔɽ
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S1,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S2)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1,
∑
(i,j)∈E(S1,S3)∪E(S2,S3)
yij ≥ 1
E(Sp,Sq) ∪ E(Sp,Sr) = E(Sp,S¯p)ΑΓɼ࣍ͷ 3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜΛಋ͘͜ͱ͕Ͱ͖Δɽ∑
(i,j)∈E(S1,S¯1)
yij +
∑
(i,j)∈E(S2,S¯2)
yij +
∑
(i,j)∈E(S3,S¯3)
yij ≥ 2
ϊʔυू߹N Λ S1͔Β Snʹ nݸʹ෼ׂ͢ΔɽΧοτηοτ (Sp, Sq)ͷ෦෼ू߹
E(Sp,Sq)ʹ͓͍ͯɼ∪np=1,p̸=qE(Sp,q)͕Χοτηοτ (Sp, S¯p)ͷඃ෴Ͱ͋Δ΋ͷͱ͢Δɽ
3෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜͱಉ༷ʹɼ࣍ͷ n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
n∑
p=1
∑
(i,j)∈E(Sp,S¯p)
yij ≥
⌈
n
2
⌉
n෼ׂඃ෴ෆ౳ࣜ͸ɼn͕ح਺Ͱ͋Ε͹ɼ༗ޮͳଥ౰ෆ౳ࣜͱͳΔɽ
9
n 分割被覆不等式は， n が奇数であれば，有効な妥当不等式となる．
7 　おわりに
本論文では，向きのないアークを含む容量制約をもつネットワーク設計問題に対する
3・4 および n 分割不等式， 3 および n 最小基数不等式，ならびに 3 および n 被覆不等
式を提案した．本研究では，向きのないアークをもつ問題を対象とし，妥当不等式を示
したにとどまっている．今後，向きのあるアークをもつ問題がより一般的であるため，
向きのあるアークをもつ問題への拡張が必要である．また，提案した妥当不等式を問題
へ追加した場合の有効性や分枝カット法への組み込みが必要である．
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